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Ober das Verhalten der Gase zu den Gesetzen yon 
Mariotte  und Gay-Lussao, 

Von C. Pus ch l ,  

(Vorgelegt in der Sitzung am 20. Mai 1887.) 

w 1. Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  W ~ r m e a u s d e h n u n f f  und  
Z u s a m m e n d r i i e k b a r k e i t .  

Das die Gewichtseinheit eines gasf~irmigen Kiirpers enthal- 
tende Volumen v kann als eine Function seiner Temperatur t und 
seiner durch den ~tusseren Druck p gemessenen Spannung be- 
trachtet werden. Es besteht sodann die Differentialgleichung 

dv dv 1) 

Die zwei in dieser Gleiehung erseheinenden partiellen Dif- 
ferentialquofienten kann man zweckmitssig auf andere Weise 
ausdrUeken. Setzt man niimlich 

1 dv 
~-"  d-? = a, 2) 

1 dv 
- - V  uj-5 = c, 3) 

wobei a der Ausdehnungseo~fficient u n d c  kurz die Zusammen- 
drtickbarkeit heissen soll~ so ergibt sich die Formel 

dv 
- -  : a d t - - c d p ,  4) 
v 

welche sofort ersehen liisst, dass zwisehen den Gr~issen a und c 
die einfache Beziehung 

da dc 
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stattfinden mass; dcr Ausdehnangsco~fficient eines Gases nimmt 
also durch ZusammendrUckung zu oder ab, je nachdem dessen 
Zusammcndrtickbarkeit dutch Erwitrmang ab- oder zunimmt. 

Es kann in mehrfacher Hinsicht yon Interesse sein~ zu 
antersuchen~ welchen Einfiuss ein6 Ver~tnderung der Tcmperatur 
auf alas Verhalten eines Gases zam Mariot te ' schen Gesetze, 
wonach dasProduct pv constant und cp ~ ~ w~ire, aasUbcn mass. 
Setzt man Ktirze halber den Differentialquotienten 

d(pv)  v ( 1 - - ~ p )  = h 6) 
dp - -  " 

so ist h ~ 0 der Ausdruek des genannten Gesetzes; flJr h.~0 
ist das Gas weniger und ~ r  h < 0  mehr compressibel als das 
idealc Gesetz erfordern wUrde. Aus 6) folgt nun dnrch Differen- 
tiation naeh t flir constanten Drack: 

a h _  d(.pv). 7) 
dt - -  dp ' 

die GrSsse h nimmt also bet Erwitrmung zu oder ab~ je nachdem 
das Product apv bet Zusammendrtickung zu- oder abnimmt. 

w 2. G e s e t z  yon M a r i o t t e .  

Wenn man gewShnlichcn Dampf in einem cylindrischen 
Gefiisse durch Fortschiebung eines Kolbcns, die Temperatur con- 
stant erhaltend, auf einen immer kleineren Raum reducirt, so 
w~ichst der aufzuwendende Drack nut bis zu ether gewissen 
KolbensteIlung; wird diese iiberschritten, so bleibt der Druck 
constant und fiingt erst, nachdem derKolben eine gewisse Strecke 
zarlickgelegt hat, yon neuem zu wachsen an. Je hSher die Tem- 
peratur ist, bet der man auf solcheWeise eincn Dampf zusammen- 
drtickt, desto kleiner wird der anter constantem Drucke zurUck- 
gelegte Theil des Kolbenweges, and bet eider hinreichend hohen 
Temperatur wlrd dieser Theil anendlich klein. Dann bleibt dcr 
Druck p auf das Volamen v der cingeschlossenen Substanz nur 
fiir ein Raumdifferential dv constant, filr welches also der Diffc- 

rentialquotient dp 7/~ --  0 ist~ and da dieser Quotient sowohl fiir 

kleinere, wie ftir g'rSssere Werthe yon v negativ aasf~llt~ so ist 
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jener Nullwerth dcsselben ein Maximum und daher zugleich 

d2P --  O. Der Druck hat somit bier cinen Halt- nnd Wendepunkt 
( / V  2 - -  

und dieser Zustand eines Dampfes oder Gases sell dessen kri- 
t i s c h e r  P u n k t  heissen. Bei hShercr Temperatur bleibt immer 

dp <: O, der Druck nimmt dann ohne Unterbrechung, zun/ichst 
dc 
noch einen Wendepunkt zeigend, mit der Diehte der comprimir- 
ten Substanz zu. 

Drtickt man ein Gas, dessen Temperatur der kritischen 
~'leich ist, yon einer gewtihnlichen Dichte an zusammen, so 
nimmt das Product pv ab nnd der nach 6) mit h bezeichnete 
Differentialquotient ist daher eine negative GrSsse. Mit wach- 
sendem Drucke wird h immer st~rkel' negativ und nimmt also 
ab, his mit Erreichung des kritischen Druckes h - -  - - c ~  wird. 
Bei weiterer Verdichtung erlangt h, als negativ mit dem Drucke 
wachsend~ wieder einen endlichen Werth, der sic}) nun in seinem 
Verlaufe rasch der lqulle n~thert und bei einem hinreichend star- 
ken Drucke wird wirklich h - - 0 ;  hier gilt das Mar io t te ' sche  
Gesetz und ist p~, ein Minimum. Fiir noch st~trkeren Druck wird 
h ~ O ,  die Abweichnng des Gases yon dem genannten Gesetze 
ist dann der fi'tlhere~ eutgegcngesetzt. 

Ist die Temperatur des betrachteten Gases um etwas h~her 
als dis kvitische, so hat das bei seiner ZusammendrUekung yon 
h erreichte Minimum einen eudlichen Werth. Dieses Minimum, 

dh 
bei welchem ~ - -  0 ist und pv einen Wendepunkt hat~ nirnmt 

also mit steigender Tempel'atur an Griisse zu, sein Werth muss 
auf solche Weise sieh allm~i}ig der lqulle n~thern und bei einer 
g'entigend hohen Temperatur wird h als Minimum --  0 sein. In 
dem so erreichten Zustande sind daher die Bedingungen h - - 0  

dh 
Undd- ~ - - -  0 zugleich erfUllt und hat folglieh das Product pv, 

indem hiemit der erste und tier zweite Differentialquotient des- 
selben verschwinden, einen Halt- und Wendepunkt. Bei hiiherer 
Temperainr bleibt h selbst als Minimum positiv, dann nimmt also 
pv ohne Unterb~'echung mit dem Drucke zn. Einen solchen Fall 
bietet der Wasserstoff dar. 
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Naeh dem gegenw~rtigen Stande der beztigliehen Erfahrung 
unterliegt es keinem Zweifel, dass der Wasserstoff bei gentigend 
niedriger Temperatur das gewShnliehe Verhalten der tibrigen 
Gase annimmt und dass diese ihrerseits bei genUgend hoher 
Temperatur das gewShnliehe Verhalten des Wasserstoffes an- 
nehmen wtirden, wonaeh es in der That Nr jedes Gas eine Tem- 
peratur gibt, bei weleher das Nr tiefere Temperaturen negative 
Minimum yon h das Vorzeiehen weehselt und ftir hShere Tem- 
peraturen positiv wird. Denkt man sieh den Gang tier Werthe, 
welehe h Nr eine gegebene Temperatur bei versehiedenen 
Drueken annimmt, graphiseh dargestellt, indem man die Drueke 
als Abseissen und die zugeh~rigen Werthe yon h als Ordinaten 
auftr~tgt, so erh~lt man eine Curve, die fUr eine gewisse Abseisse 
einen dem Minimum yon h entspreehenden tiefsten Punkt hat. 
Ist die Temperatur hSher als diejenige des Halt- und Wende- 
punktes yon pv, so liegt der tiefste Punkt der gedaehten Curve 
ober der Abseissenaxe; er trifft sic eben, sobald die Temperatur 
derjenigen des genannten Punktes gleieh ist. FUr niedrigere 
Temperaturen geht der tiefste Punkt der Curve unter die Ab- 
seissenaxe herab, die folglieh dann in zwei Punkten yon der 
Curve gesehnitten wird; in demjenigen mit der kleineren Ab- 
seisse nimmt h bei waehsendem Drueke ab und i s t  folglieh pe 
ein Maximum, in dem anderen nimmt h mit dem Drueke zu und 
ist pv ein Minimum. Man sieht sonaeh, dass Nr alle Gase einem 
Minimum yon pvimmer bei einem kleinerenDrueke ein Maximum 
dieses Produetes vorausgehen muss, dass bei einer gewissen 
Temperatur ober der kritisehen das Minimum mit dem Maximum 
zusammenfallt und bei noeh hSherer Temperatur weder das eine 
noeh alas andere vorkomml. 

dh 
Im Halt- und Wendepunkte yon pv, wo h und ~p zugleieh 

dh 
versehwinden, ist ~- positiv. FUr h : 0 folgt abet aus 7): 

dh da 

da 
und somit ist im erw~ihnten Punkte aueh ~ positiv; daselbst 

nimmt also der Ausdehnungsco~ffieient a mit dem Drueke zu, 
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sieh offenbar dem yon A m a g a t  fiir alle yon ibm untersuchten 
Gase constatirten Maximum ni~hernd. 

Da ftlr das Minimum yon h bei dessert Fortriicken aus dem 
kritischen Punkte mit der Temperatur auch der Druck zunimmt, 

d~h 
so muss hiebei der Differentialquotient ~ und somit im Halt- 

und Wendepunkte yon pt,, wo 

d2h d2a 

dpdt - -  pv dp ~ 

d~a da 
wird, auch d ~  negativ sein; es nimmt also daselbst ~ bei 

waehsendem Drncke ab. Im kritischen Punkte ist a - -  c<~; fiir 
sehr wenig h~ihere Temperatnren ist a in seinem Maximum noch 
sehr gross lind muss daher bei Ann~therung an dasselbe sehr 

da 
raseh wachsen~ d. h. es muss dann auch der Werth yon ~pp sehr 

gross und, well er im Maximum yon a versehwindet, vor dessen 
Eintritt selbst ein Maximum werdeu; dieses ist Far a ein Wende- 
punkt, welcher bei der kritiscben Temperatllr mit dessen Maximum 
zusammenf~tllt, aber fiir hShere Temperaturen sich davon entfernt 
und sieh abschwi~cht. Zwischen einem solchen Wendepunkte 
nnd seinem Maximum steht a im Halt- und Wendepunkte yon pv. 

L/isst mall fth" ein Gas den Druck und die Temperatur so 
mit einander wechseln~ dass immer h ---- 0 und somit das Ma- 
r io t t e ' sche  Gesetz erfiillt sei, so miissen die entsprechenden 
Veri~nderungen jener zwei GrSssen der Differentialgleiehung 

dh . dh ~ap+~/dr=0 
geniigen, wo~ir man vermtige obiger Bedingung naeh 7) aueh 
sehreiben kann: 

dh dp + pv da 

Aus diesel" Gleichung' erhellt, dass vom Halt- nnd Wende- 
punkte yon pv aus, dessert Temperatur die hticbste ist, wobei 
das Mar io t te ' sche  Gesetz noch stattfinden kann, fiir negative 

24 
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dh 
Werthe yon ~ und also fUr die Maxima yon pc der Druck mit 

der Temperatur abuimmt. Dagegen nimmt yon demselben Punkte 
dh 

aus ftir positive Werthe yon ~ und also fur die Minima yon p,. 

dcr Druck bet fallender Temperatur zu, jedoch nut bis zu ether 
g'ewissen Grenze. Weg'cn Zunahme des Druckes und Abnahme 

da 
der Tcmperatur niihert sich n~tmlich a einem Maxinmm. wo - -  

dp 
vers(:hwindet und alas Vorzeichen wechselt; hier hat der zum 
Minimum yon pv gehiSrige Druck einen gr6ssten Werth. Wetter- 
bin nimmt derselbe mit tier Temperatur ab, tibertrifft abet bet 
der kritisehen Temperatur noch immer den kritischen Druck; 
sobald er diesem gleich wird, ist die Temperatur schon niedriger 
als die kritische und daher die beztigliche Substanz als FlUssig- 
keit zu bezeichnen. In der That, weft fur eine Fltissigkeit bet 
niedriger Temperatur unter jedem Drucke h > 0 ,  dagegen im 
kritischen Punkte h = -  ~ ist, muss nothwendig, wenn man 
dieselbe yon diesem Punkte an bet constantem Drucke erkalten 
lgsst, eine Temperatur eintreten, bet weleher h = 0 und pv ein 
Minimum ist. Ftir eine unter dem Drucke ihresDampfes stehende 
Fliissigkeit ist die Temperatur des Minimums yon pv entspre- 
chend niedriger, als we,m der Druck dem kritischen gleieh ist. 

Nach dem Vorstehenden nimmt tier Druck des Minimums 
yon pv flit ein Gas yon hinreiehend niedrig'er Temperatur an 
beim Steigen derselben zu, erreicht abet hiebei endlieh einen 
grtisstenWerth und nimmt dann bet weiterer Temperaturerhtihung 
ab, his das Minimum yon pv mit dessert Maximum zusammen- 
fttllt. Mit diesem Gange stehen die beztiglichen, yon A m a g a t  
mit einigen Gasen angestellten und yon gew(Shnlicher Temperatur 
1)is 100 ~ reichenden Versuche in bester ['bereinstimmung. Fiir 
das yon seiner kritischen Temperatur nicht welt entfernte "&thy- 
len nimmt der Druck des Minimums yon pv mit der Temperatur 
zu und betr~tgt 60 Met. bet 20"3~ 95 Met. bet 60 ~ und 120 Met. 
bet 100~ die Druekzunahme wird mit steigender Temperatur 
langsamer. Ahnlich wie das ~i_thylen verhSlt sich bet Temperaturen 

1 W i e d .  Beibl. Bd. V, S. 417--420. 
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ober dcr kritischen die Kohlens~iure. Bei dem yon seiner kritischen 
Temperatur viel weiter entfernten Sumpfgase ist der Druek des 
Minimums yon pv ira ganzen Intervalle der Versuche fast stationer 
und zw,~r nahe 120 Met.; ks scheint also, dass derselbe in diesem 
Intervalle und etwa in dessen Mitre sein Maximum hat. F|ir den 
Stickstoff endlieh, dessen kritische Temperatur noch tiefer liegt, 
scheint der Druck des Minimums yon pv bereits mit steigender 
Temperatur abzunehmen und zugleieh dtirfte dieses Gas schon 
derjenigen Temperatur, wo das Minimum und das Maximum 
yon p~, zusamment-dlen, nahe sein. 

Diesem Verhalten entspreehend, tritt zwisehen den Grenzcn 
der Versuche das Minimum yon pv ftir Athylen und Kohlens~ture 
bei einem gr0sseren Drucke ein als das Maximum yon a, wi~hrend 
ftir Stiekstoff alas Gegentheil gilt nnd fiir Sumpfgas dasMinimum 
yon pv mit dem Maximum yon a zusammcnf~llt. 

Man kann zu den obigen, das Mar io t t e ' s che  Gesetz be- 
treffenden S~itzen aueh auf tblgendem Wege gelangen. Die im 
gew~hnliehen Zustande der Gase negative Grt~sse h wird nach 
Am a g a t  dutch Zusammendrtiekung jcdenfalls endlieh positiv, 
welches die obwaltende Temperatur anch sein mag. Hieraus 
folgt, class diese GrSsse, wmm man nut den Druck hinreiehend 
steigert, endlieh selbst bei dem kleinsten Werthe, den sic unter 
dem obwaltenden Drueke bei ver~nderlicher Temperatur an- 
nehmen kann, positiv bleibt. Es muss daher anch einen Druek 
geben, fur welehen das yon h bei ver~tnderlicher Temperatur 
erreichte Minimum --  0 ist. In dem beztiglichen Zustande sind 

dh da 
die Bedingungen h-----0 und dt --  0 erfiil]t, woraus ~p --  0 folgt; 

es ist somit pv ein ~Iinimum und a ein Maximum. Dies ist tier 
Zustand, worin das Smnpfgas bei 1201~et. m~d ctwa 50 ~ naeh 
Am ag at slch thats~tchlich befindet. L~tsst man yon diesemPunkte 
aus den Druck abnebmen, so wird das yon h bei veri~nderlieher 
Temperatur erreiehte Minimum negativ und es gibt folglieh dann 
fiir jeden Druck zwei versehiedene Temperaturen, bei denen 

dh da 
h - - 0  ist; bei der tieferen derselben sind dt und ~/~ negativ, 

w~thrend bei tier hSheren diese Quotienten positiv sind. Bei der 
Temperatur jenes Ausgangspunktes ist, tier Bedingnng eines 

24* 
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dh 
Minimums yon pv gem~ss~ der zu ~pp - -  0 gehtirige Druek kleiner 

a!s der obwaltende; mit steigender Temperatur wird, w~hrend der 
dh 

z a h = 0 geh~rige Druek abnimmt, der zu ~ - -  0 g'eh~rig'e Druek 

immer gr6sser, es mtissen daher diese zwei Drueke auf Seite der 
hiSheren Temperaturen bald einander gleieh werden und also die 

dh 
Bedingungen h - -  0 und ~p ~_ 0 zusammentreffen. Dann befindet 

sieh pv in einem Halt- und Wendepm~kte, wo dieses Product ein 
Minimum und ein Maximum zugleieh ist. 

Wie yon einem solehen Punkte aus mit dem Weehsel der 
Temperatur und des Druekes das Minimum und das Maximum 
yon l w verlaufeu mUssen, ist bereits ertirtert. Eine alle Punkte, 
ft~r welehe das Mar io t t e ' s ehe  Gesetz gilt, verbindende Curve 
hat~ wenn man dig Temperaturen als Abseissen und die Drueke 
als Ordinaten nimmt, eine ~rtisste Abseisse und eine grt~sste 
Ordinate; bei jener gil~ das genannte Gesetz unabh~tngig yore 
Drueke~ bei dieser unabh~tugig yon der Temperatur. 

w 3. G e s e t z  yon  G a y - L u s s a c .  

Liisst man ein unter seinem kritischeu Drueke stehendes 
Gas yon einer gewShnlichen Temperatur an erkalten, so nimmt, 
wenn die Temperatm" t vom absoluten NuUpunkte an g'ezi~hlt 

wird, der Quotient v a b .  Setzt man den Differentialquotienten 
t 

dX 
t 1' 1 

= T (a - 7 )  = k, s) 

1 
so ist im gedachten Falle k positiv und a > ~ -  Mit sinkender 

Temperatur wird k immer grtisser, his mit Erreiehung der kriti- 
sehen Temperatur k - - o c  wird. Dm'eh weiteres Erkalten bei 
gleiehem Drueke, Nr welches die beztigliehe Substanz schon als 
Flt~ssigkeit zu bezeiehnen ist, erhmgt k, mm mit der Temperatur 
abnehmend, wieder einen endliehen Werth, der sieh in seinem Ver- 
laufe raseh der Nulls n~her b und bei einer hinreiehend niedrigen 
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Temperatur wird wirklich k ~ 0; hier ist ~ ein Minimum und 
t 

es gilt das Gay -Lussac ' s che  Gesetz, insofern darunter die 
Bedingung verstanden wird, dass dieser Quotient bet ver~tnder- 
licber Temperatur station~ir set. Flir niedrigere Temperatnren 

1 
wird k negativ m~d a < ~ - ;  die Abweichung vom genannten 

~esetze ist dann der frUheren entgeg'engesetzt. 
Wenn der Drnck auf das betrachtete Gas grSsser als der 

kritische ist, so hat das bet dessen Erkaltung yon k erreichte 
Maximum einen endliehen Werth. Dieses Maximum, wobei 

d k  _ 0 ist und v einen Wendepunkt hat, nimmt also bet waeh- 
tit t 

sendem Drucke all Gr~isse ab, sein Werth muss auf solche Weise 
sich allmglig der :Nulle n~hern. Indem derAusdehnungsco~fficient 
a nach A m a g a t  fiir Gase durch hinreichende Compression jeden- 
falls abnimmt, wie es auch ftir Fltissigkeiten in hSherer Tem- 
peratur immer der Fall ist, so kann es keinem Zweifel unter- 
liegen, dass, wenn man nnr den Druck hinreichend steigert, 

1 
endlich bel jeder Temperatur a ~ T and somit k selbst als Ma- 

ximum negativ bleibt. Es muss daher auch einen Druck geben, 
ftir weleben das yon k bet ver~in(lerlieher Temperatur erreichte 
Maximum - - 0  ist; in dem beztlglichen Zustande sind die Be- 

d k  
ding'ungen k - - - 0  und ~ - - 0  zugleich erfUllt und hat folglich 

v 
der Quotient T~ indem mit Verschwinden seines ersten und 

zweiten Differentialquotienten ein Minimum und tin Maximum 
desselben zusammentreffen, einen Halt- und Wendepunkt. :Nach 

d k  
dem Ge.cagten ist in diesem Punkte ~ negativ. Ftir k - -  0 folgt 

abet aus 8): 
d k  v da 

. - . - -  - -  , - -  

d a  

and somit ist daselbst auch ~ negativ, d. b. es nimmt dana a 

bet wachsendem Drucke schon ab. 
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Da ftlr das Maximum yon k vom kritisehen Punkte aus mit 
dem Drncke aueh die Temperatur zunimmt, so muss im Halt- und 

13 
Wendepunkte yon ~-,  wo 

d2(t  
wird, 

dpdt 

d~k ~ d~a 
@ , t t -  t dpU  

positiv sein; in diesem Punkte nimmt also ~ mit 
up 

der Temperatur zu~ sich hiedureh dem ~Nullwerthe niihernd, bei 
dessen Erreiehung a fur eonstante Temperatur ein Maximum ist. 

Wenn man den Druek and die Temperatur eines Gases so 
miteinander weehseln liisst, dass immer k - - - 0  und somit das 
G a y - L u s s a e ' s e h e  Gesetz erftillt sei, so muss fur die entspre- 
ehenden Veriinderungen jener zwei Gr(issen die Differential- 
gleichung 

d k ,  dk 
 -ap +  idt = 0 

gelten, wofilr man wegen der obwaltenden Bedingung aueh 
sehreiben kann: 

d a  _ dk 
? . dp + ,lt = 0 .  

Man sieht, dass yore Halt- and Wendepunkte yon ~ au~, 

dessert Druek der h(iehste ist, wobei das G a y - L u s s a e ' s c h e  
dk 

Gesetz noeh stattfinden kann, fur l)ositive Werthe yon ~-  un(t 
v 

also flit die Minima yon -t- die Temperatur mit dem Drucke ab- 

nimmt. Dagegen nimmt yon demselben Punkte aus fur negative 
dk  v 

Werthe yon T/i and also fur die Maxima yon -~ die Temperatur 

bei abnehmendem Drueke zu, jedoch nut bis zu eiuer gewissen 
Grenze. Wegen Abnahme des Druekes und Zuuahme tier Tem- 

da 
peratur n~ihert sich n~imlich a einem Maximum, wo ~ ver- 
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schwindet und das Vorzeichen wechselt; bier hat die zum 
v 

Maximum yon T geh~irige Temper~tur eiaen gr(issten Werth. 

Weiterhin nimmt dieselbe mit dem Drucke ab; es fiillt somit bei 

jedem Gase oder Dampfe das Maximum yon t '  wie dasjenigo 

yon pv, fur niedrige Drucke auf niedrige Temperaturen. 


